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(Aristoteles, Phys. Z 193 33.)

auß Sagt ın eiınem vielzitierten T1e Bessel VO

1829 „„Meıne Überzeugung, dab WIr d1ie Geometrie
N1ıC vollständig prior1 begründen können, 1st womöglich
och tester geworden *. [)I1eses Wort äbt sich grundsätz-
lıcher un: weiter Tassen: Keıine Wissenscha{i{it, auch N1
(Geometrie und Arithmetik un selhst N1IC die reine ‚Ogik,
wird vollständ1ig und iın em reın prior1 und MO das
menschlıche Denken allein aufgebault; keine kannn schlecht-
hıin prior1 und allein Urc Denken auTfgebaut WT -

den, weil die Grundlagen des apriorischen Erkennens N1IC
selbst wiederum rein prior1 der reın logisch
werden können un weil der Gegenstand, aut den
Denken sich bezieht, auch ın den rein formalen Wissen-
schatiten N1ıC unserm Denken entstammt, sondern gegeben
ist Eın Erkenntnisgebiet, das gäafnz und Jar intelligibel un
VOIL jedem inintelligiblen Gehalt irel wäre, gıbt HIC tur
das menschliche Erkennen, das das Intelligible niemals iın
seiner reinen FOorm, sondern immer, auch 1n seinen OCHsSienN
Leistungen, in der Beziehung ZU Sinnfälligen erfabt, das
immer auch 1in Element enthält, das nıcht vollkomme:
durchdringen kann, sondern infach hinnehmen und
erkennen mußb Wıe ist ann aber der ınn der mathema-
ıschen Grundsätze, der Definitionen, AÄAx1ome und Postulate

bestimmen” Sind diese N1IC! Ireile Schöpiungen des
menschlichen Geistes, dem Menschengeist entsprungene [J)e-
tTiniıtionen un Festsetzungen, denen strenggenommen die
Prädikate „wahr der unwahr‘‘, ‚„„gultig der ungültig‘ NC
zukommen? der aber sind S1C Erkenntn1i1sse, die
wahr und gUlt1ig sind Wenn Ja, W d wird in diesen
Grundsätzen erkannt? er stammen diese Erkenntnisse,
diese IruC  aren Grundlagen der mathematisch-logischen
Deduktion, diese Grundsätze, die VOrgäng1g den riah-
rungsurteilen und unabhäng1g VOIN ihnen gültig, Ja die 10-
gische Vorbedingung der Gültigkeit der empirischen Pr
kenntnisse sind? Worautif beruht ihr rheits- und Gültig-
keitsanspruch” Sollen selbst iın die Grundlagen der reinen

er 8! Leipz1ig 1900, 200
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Zahlenlehre, oder iın die unvorstellbaren Verhältniss der
nichteuklidischen Geometrien emente eindringen, die etzt-
iıch AUS der Anschauung stammen, die miıthın auch vorstell-
bar Se1in mussen”? Wiır werden sehen, daß 1eS tatsäc  1C
der Fall Ist, daß roLzdem die Mathematik N1IC! e1ıner
ErTfahrungswissenschait gemacht wird und ihr absoluter Ge-
wißheitscharakter erhalien bleibt

Die en und immer Auseinandersetzungen zwischen Rhi-
losophie und Mathematik splegeln naturgemäß den philosophischen

Im Diskussionszentrum SICStandpunkt der Jjeweils Beteiligten‘.
das Problem der mathematischen Grundsätze „Dies 1st 21n schwIie-
r1ges Problem Die vollständige LÖSUNG 1ST noch nicht bekannt“‘‘3.
„Der Tag 1ST noch N1IC gekommen, ın der Prinzipieniorschung
e1n UTLOr aut den Ergebnissen des andern weiterbauen kan  OE
In der AÄAxiomatik der Geometrie ın der Arithmetik wird kaum
VO  = Äx1omen gehandelt> hat sich die Untersuchung, angeian-
Yell VO ersien Vorläufifer der nichteuklidischen Geometrie, ero-
lamo Saccheri (1667—1733), zwel Jahrhunderte lang allein
1m Rahmen mathematischer Fragestellungen vollzogen, Tührte aber
schlieBßlich eigenartfigen S5ätzen, dab eute auch ihr Uursprüung-
lich philosophischer ınn immer deutlicher hervoartritt.

Tatsächlic umtaßt die Untersuchung der mathematischen
Grundlagen e1Ne doppelte Auigabe: die LO
Ergründung ihres Sinnes und die Er-
Torschung der inneren OÖrdnung und Vollständigkeit der
AÄxiome. In jeder der beiden Hinsichten ist die Erforschung
och N1ıC abgeschlossen. Un S @ ema ist die hılo
phische C1Te der rage. In der Geltung der Äx1iome VOT -

1rg sıch e1n Grundproblem der Philosophie. Darum hat
die axiomatische Methode keineswegs die absolute Sicherheit
der rkenntnis begruünden, Ssondern 1Ur die rage einem
schart umrissenen Ort tellen können.

ınen lange NIC. vollständigen Überblick Uüber die heute
ın uULLSeTeTr rage herrschende grobe Meinungsverschiedenheit kOön:
111e die „Communications‘‘ des internationalen Pariser Rhiloso-
phenkongresses 1937 vermiftfeln, in: TavauxX du 1Xe Congres inter-
natıona de Philosophie, hrsg VON ayer, Hefit LOGg1ique T
Mathematiques, Daris 1937 Den Standpunkt des Verfifassers die
SsScr Abhandlung siehe in eın und Erkennen, Leipzig 1938, bes
200—234, DE

Russell, Einführung ın die mathematische Philosophie,
deutsch VOIN Gumbel D A Gordon, üunchen 1923, 205
Ähnlich Couturat, Die philosophische Prinzipien der Mathe-
mMatl. deutsch VO  S Slegel, Leipzig 1908, 314; Reichenbach,
Philosophie der Raum-Zeit-Lehre, Berlin Le1IpPZIG 1928,

We l’ Das Kontinuum, Le1IpZIg 1918, 111
Vgl Weyl, Philosophie der Mathematik und Natur  sen-

schaift, 1N : an  UuC der Philosophie, nrsg Von Bäumler U
Schöter, Abt. 1L, Unchen u. Berlin 1927,
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Die Grundlagen. Äxiome.
Den wirksamen AnstoB3 zZU. axiomaltischen Aufbau der

(ijeometrie gab Dereits Iür Euklid uınd viel mehr noch IUr die
LICUCTL Mathematik die rage nach dem Verhältnis VOIlI Anschau-
ung und Denken. Die Gültigkeit der geometrischen AÄx1iome,
Wäar der elıfende Gedanke, kann nicht dUlSs der iluchtigen und
zuverlässigen AÄnschauung abgelesen werden. er sııchte eson-
ders die LIICUEeT C Mathematik nach manchen Vorarbeiten VOT
em Hilbert® ihre ALze nicht Urc Berufiung aul die
Tlüchtige und unscharfe AÄnschauung beweisen, ondern dus
drücklich Tormulierten Grundsätzen alle welitferen atize rein logisch
abzuleiten Hılbert 10st die Auigabe einfach S‘ daß iestsetzt:
die Grundbegriffe sollen eben dadurch definiert seın, daß S1C den
Inhalt der Äx1ome usmachen”. Das AÄx1o0m, Sagt ein, 1ST mIır
„„die Forderung, vermÖöge eren ich in die AÄnschauung

Deshalb Sind die Axiome Forde-EHAHE Aussagen hineinbege‘‘S,
TuNGel, Postulate, estsetzungen? ; 1ese Ausdrücke, die VO  —_ Euklid
ınterschieden wurden, werden heute ohne wesentlichen Unterschied
gebraucht; schon die altesien Euklidinterpreten hatfen die Grenze
zwischen den DPostulaten und Äxiomen flieBend gefunden und
Umstellungen vorgenomMmMenN. Erreicht wird durch die 10me,.
dal der Autfbau der (1e60meftrie VO  — den besonderen und ungeklär-
ten Vorstellungen, die Man mIT undelinierten Begriffen verbindet,.
beifreit 1sSt und VoO  —_ exakt bestimmten Grundlagen dus 1M sireng
logischer Orm erTolgt. Dem schar{f bestimmten Verfifahren g —-
genüber dürien Widerspruch und Zweifel die ugen nicht aufzu-
schlagen JYCll, ondern mussen als unlogisch geltfen. 1ewohl
aber der axiomatische Auibau der Mathematik eigentümlich isT,

wird doch anderseits keine einzige Wissenschait mi1ttels der
wandelbaren Anschauung alleın auTigebaut, vielmehr werden alle
miıttels des Intellekts aufgebaut, dessen ursprüngliche Tätigkeit VOT
em arın besteht, 1mM Zufälligen das absolut Notwendige, 1mM
Wandelbaren und Vergänglichen das absolut Unwandelbare un
Unvergängliche, 1m Werdenden un Fliebenden das Seiende un
Bleibende eriassen. Gerade 1ese Sachverhalte kommen iın den

6  6 Grundlagen der Geometrie®, Le1IPZIG Berlin 1923 Das uch
qgilt 1 mathematischer Hinsicht eutfe schon als klassisch.

In ähnlicher Weise Taßt OULUTa die Grundbegriffe S
reine Symbole, eren SInnn unbestimm und gleichgultig iSt un
die DloBß der Bedingung unterworfen sind, den Grundsätzen
genügen‘‘ (a d. 2U

Zur Nicht-Euklidischen Geometrie, Mathematische An-
nalen (1890) 571

h > uUNSeTe LÖösung hier schon anzuzeigen: Destimmte
Sachverhalte werden alleın Testgehaltfen, 1n diesem Sinn „„Test-
gesetzt“‘ und „gefordert“, während VOoO  — andern abgesehen wird.
och wiıird dieser Lösungsversuch, der aut die aristotelisch-scho-
lastische Lehre VOTN der Abstraktion un dem Zusammenwirken
Von Verstandes- und Sinneserkenntnis gegründet IsStT, in der philo-
sophisch-mathematischen Grundlagenforschung der Gegenwart kaum
in rWwägung gezogell, wWwI1e denn überhaupt der Abstraktionsbegri{ff
unter dem Einiluß der vielen alschen AuiTfassungen, die sich 1mM
aut der Jahrhunderte ihn angeschlossen aDben, weithin ın
Verruf gekommen ist ber die abstraktiv-intellektive Erkenntnis.
Siehe Sein und Trkennen —_
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ersien Seinsprinzipien ZUuU Ausdruck. Die rage nach dem 1nnn
der mathematischen Axiome und der Art ihrer Erkenntnis nımmt
durchaus eine Sonderstellung ein, ondern ıntier die
Tassendere rage nach dem Gegenstand und Verhältais der S1n-
1165- uınd Verstandestätigkeift.

Der ınn der AÄx10ome wird Je ach dem EINWIF-
kenden philosophischen Standpunkt verschieden eSTLMMT,

daß die Ansichten weit auseinandergehen WI1C die —

grunde liegenden erkenntnistheoretisch-metaphysischen Aut-
Iassungen. 1lle NeNNeTl, ISı hier N1IC erfordert; erwähnt
selen LU einige AÄnschauungen, d1ie ın der mathematischen
Prinzipienforschung der Gegenwart hervorgetretfen Sind.
ach dem Vorgang VOIIl Poincare tassen manche die
Grundsätze als willkürliche atze der Ireie Schöpfungen
des menschlichen Geistes, als konventionelle Definitionen,
d1ie weder wahr noch Talsch, weder beweisbar och widerleg-
Har seıen, sondern eiNZIg aut der AÄnwendung eintacher /.e1-
chen beruhen, die E1ner Gesamtheit VON Zeichen substituler
werden. Die wahrha reine Mathematik sSCe1 e1n hbloBbes
pie mi1t logischen Ableitungen, das nichts edeute Rus-
soe11 hat deshalb gesagt .„Die Mathematik ist eine Wissen-
schait, Man niemals weib, man spricht, och auch,
ob das, Wädas mMan Sagt, wahr 15  110 IDER Mathematische gult
als rein gedankliche Schöpfung UNSeTCS ollens, die Von

Jar keinen ufällen, VOIMN nıchts Gedankeniremdem etwas
empTängt und irgendeinen wang erleidet1!.

Wären WIrKlıc dıie mathematischen Grundsätze Ireie
Schöpiungen des menschlichen Geistes, könnte dıie Ma-
ematı als (Gjanzes N1IC. den Charakter absoluter, VOT-
anderlıcher Gültigkeit en S10 Ware LUr in dem ınn 21n
hypothetisch gultiges deduktives Wissenschaftssystem, als
die dUus den Fesisetzunge entwickelten Dedu  1onen ZW äar

logisch notwendig, die Deduktionsgrundlagen selbst aber
N1IC innerlich notwendig gültig waren Wenn vollends d1ie
AÄAx1ome der Prädikate „‚wahr  i un .„Talsch‘ ‚„„gültig“
un „Uungültig‘ eraubt werden, können S1C auch HS
Quelle der ahrheiıift, Gültigkeit un Folgerichtigkeit SC1IN;
diese Prädikate mußten miıthın iın der Mathematik ganz
wegtiallen. Die Mathematik erschiene als Niederschlag D
thematisierender Tätigkeit, W1Ce die uns Niederschlag

Noch radikaler Irüher Lorenz Oken (1779—1851) .„„Die Ma-
thematik isSt auft das Nichts begründet und entspringt mithin dus
dem Nichts.““

OUTUraTt, d d. 4, 41 f’ 263; Burkamp, Wirk-
lichkeit un Sinn IL, Berlin 1938, Z 260
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des künstlerisch sSschaitenden Lebens ist och sollen 1ler
N1C alle Konsequenzen oentwickelt werden, wichtiger ist
die positive Bestimmung des Sinnes der Ax1o0ome.
o schr die Versenkung 1ın die Zeichen, ihre Sprache und

Gesetze die Meinung erwecken kann, die Mathematik habe
LLUT m1T den selbstgeschafienen Zeichen Lun, Sı ist

ST Q1S doch iın der Zuwendung den Seichen und Urc
S10 1NdUrc der aCcC un ihren lLogisch notwendigen Sach-
verhalten zugewandt. ber weilcher Sache? Die reine Ma-
ematı hat 0S Ja gäar N1IC mi1t dem Wirklichen Lun

Die reine Mathematik ist eine ormale Wissenschafit,
S1C betrachtet ihre Objekte, d1ıe GröBßenverhältnisse der inge
(sıehe ınien Teil IT) LU i1hnrem formalen Sinngehalt ach
un abstrahilert davon, OD diese Sinngehalte WITr  16 Sind;
S1C abstrahiert terner davon, ob die Vielheitsverhältnisse rein
als solche oder 11UTr 1n Realidentität mı1t anderen Bestimmun-
gen WIr  1C se1ın können; letzteres ist tatsäc  1C allein MÖG-
ıch er sinnvolle un ormale Gehalt 1st inn- un
Formgehalt e1inNnes Seienden. Wie hne Berücksichtigung
der Abstra  101 kein einziger Begrifi richtig gefabt werden
kann, Sı äBt sich insbesondere keıin mathematischer Begriii
hne Beachtung der Abstra  101 iın se1inem ınn un Ur-
SPTUNG richtig estimmen. Das hat Aristoteles mi1ıt grund-
sätzlicher arhne1i un entschiedener Bestimmtheit auUSGEe-
sprochen: „„Der Mathematiker abstrahiert‘“22. Er abstrahiert
aber niıcht bloß VOIl der Farbigkeit der Dinge un der Ye-
zeichneten Figuren, sondern auch VOoON der Ungenauigkeit und
den Störungen, die den Dıingen und gezeichneten Figuren
anhaiten, und hat deshalb JallZ exakte Gegenstände; die
Abstra  101 eistet zugleic das, W ds dıe heutige Mathematık
„Idealisierung ‘ nennt, welche die Vollendung der bstrak-
tiv-intellektiven Erkenntnistätigkeit ist er die irdischen
Gegenstände zeigen genNadue Gierade und Kreise, noch selbst
die ewegungen der Gestirne Himmel Sind VON vollen-
eier Regelmäßigkeit und auch schon die Sterne seibst sSind
N1ıCcC eiwa mathematische Runkte Mathematis exakte Da-
rallelen, CGieraden un Punkte können WIr N1IC mit ugen
sehen, och m1T den teinsten Instrumenten zeichnen S1C
enthalten ohl das anschauliche Element der Ausdehnung
DbZWw ihrer Grenze, werden aber mittels des Verstandes ın
ihrer eınhnel und Exaktheit festgehalten. In der uklid1ı-
schen Geometrie des dreidimensionalen, homogenen, unbe-
grenzien Raumes ist der un die Girenze der Linle, die
Linie die Grenze der Fläche, die Gerade dıie kürzeste Ver-

Phys I8l Z 193
Scholastik. XIV.
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bindung zweiljer Punkte, die Fläche die Grenze des Körpers,
und Parallele Sind Linien, die überall denselben Abstand
en

FEukRlids Definitionen Sind, wiewohl S1C e1n deskriptives
Element enthalten, N1IC: bloß Deskriptionen und Hinweisun-
gen auTt anschaulich Auigewlesenes, sondern begriffiliche Fi-
xlerungen, die letzte anschaulich gegebene emente des
dreidimensionalen, homogenen, unbegrenzien aumes aul
abstrakte Weise ausdrücken. Ob alle SC1INE Detinitionen
schart und regelrecht esiiımm Sind, bleibe dahingestellt;
olIt ist Ja bekanntlic) schon gleich die Erstie Cu  1d1ische DDe-
1inıtion: „E1n un 1StT, Wds keine C112 mar beanstandet
worden: S1C mache LUr dem klar, Was ein un sel, der

SCAHON Wwi1ssel3; und annlıche Einwände Sind gegenüber
anderen euklidischen Detiiniıtionen erhoben worden. Auft
jeden Fall besagen diese Definitionen einen Gehalt, der
weder dem ersian entstammt, och GallzZ VvVon iıhm urch-
drungen werden kann, der vielmehr auch emente nthält,
die dus der Anschauung bloß auTgenommen Sind. Was
Ausdehnung iST, äBt sich wen1g detiinieren un bedartf

Wwen1g einer Deftfinition W1e eine ar Ein Ireler Be-
schluß 1eg insotiern iın den Detiinitionen VOT, als dUus der
reichhaltigen der Seinselemente LLUTr bestimmte, 10-
g1sC eintache festgehalten werden. Euklids Postulate ınd
Axiome besagen Sachverhalte, die innerlich notwendig den
detinierten Gegenständen zukommen!4. Euklids Geometrie

1G diehat darum logisch-ontologischen Charakter
AÄxiome rein als solche, als A däatze  e& Sind ihr etztes unda-
mentT, sSsondern die ın den AÄxiomen ausgedrückten Seinssach-
vernalte Die Geometrie 1ST e1Ne apriorische issenscha{t,
insofern als die Postulate und Axiome ın den Detinitionen,
un die Lehrsätze unm1ıtielbar 1ın den Postulaten un Äx10-
men und letztlich eben{ialls iın den Deltiiniıtionen gründen. S1e
ist aber N1IC Jallz und ın em e1ıne apriorische Wissen-
schait, weil die etzten Grundlagen der Deduktion, die De-
Linitionen, ihrerseits N1C wiıederum d  ar prior1 Urc Folge-

In gewisser Hinsicht WIrd das tatsächlich Del en eiziten
Begriifen der all Sein: naturhaft sind S1C uUuns schon bekannt,
und die philosophische Fixierung bringt das naturhait Bekannte iın
seinem logisch gegliederfen Auifbau zZuu reilexen Ausdruck

xXx10ome : für wahr gehaltfene atize Euklid SagT XOLVOL EVVOLALL:
all emein eingesehene Sätze; jeder, der den Sinn dieser atize VOeI -
STE Ü gibt ihre Richtigkeit und Wahrheit Als Grundlagen der
eweise können die Äx1ome MIG selbst wiederum bewiesen, SOTIN-
dern 1Ur durch unmittelbare 1NS1IC als wahr erkannt verden.
Über das Parallelenaxiom siehe hier
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rung werden, sondern dadurch, daß der ersian
die uUurc die Detinitionen ausgedrückten emente unmiıt-
telbar 1m sinnfällig Gegebenen erkennt 1C die egriffe
werden miıthıin A die unbedingte Geltung der Äx1ome g;—
knüpit, sondern die unbedingte Gültigkeit der AÄAxiome gruümn-
det iın dem uUurc die Begriffe ausgedrückten Wäre
TEe1LLC das räumlich Ausgedehnte hne sinnhaitten Gehalt,
niemals lieBßen SICH VonNn 1nm sinnvolle Sachverhalte in Wahr-
heit Die (je0metr1ie könnte NIC! mehr VOII Ord-
nungsgeseizen und Beziehungszusammenhängen handeln Al-
lein, e1in Jgallz uneidetisches, vollkommen gestalt- und 1Orm-
10Ses ater1a ist unmöglich. In jedem PTTSC 21n inneres
Gesetz Die ftormalen Urgrundgesetze erTtassen das 1eiste
Innere der atiur Das e1C der ewigen Wahrheiten OT -
treckt sich DIS aut den etzten Tun: der Tatsachenwahr-
heıiten un erhebt sich zugleic ber ihnen
erts Axiomatik edeute mathematisch insotfern einen

Fortschri uber die eukKlıdische Elementargeometfrie hinaus,
als S1C Lücken der euklidischen Axiomatik ergänzt, dusSs-

gesprochene Vorausseizungen 1 eigenen AÄxiomen TOrMUu-
1er und den Autbau ın logisch-systematischer Ordnung
durchtiührt Die Geometrie wird logisch AUS Tuntf
AÄxiomgruppen, den AÄxiomen der „Verknüpfung‘‘, »97  nord-
NunNg und „Kongruenz“‘, dem AÄAx1om der „„‚Parallele  €i un
en Äxiomen der ‚„Stetigkeit”, dAUuSs Ax1omen
abgeleitet!6®. In »hilosonphischer 1NS1IC erweckt 1lDertis
Axiomatik den 1INArucCc als werde S1C eın mittels des
Denkens aufgebaut. S1e beginnt mMT der „Erklärung Wiır
denken rTel verschiedene Systeme VOINl Dingen: die inge
des prstien DSystems NeNnNnNenNn WIr Punkte die inge des
zweiten Systems NeNNnNelN WIr Gerade die inge des

Wir denken diedritten Systems nNennen WITr Fbenen
Bunkte, Geraden, Ebenen ın gewissen gegenseitigen Bezie-
hungen un bezeichnen diese Beziıehungen Urc OrTe W1C
„LeEZEN‘‘, s ZWÜÄÜSCHEH, „pnarallel‘*, „kongruent” ) ”S e lg ’ d1ie
genaue un TUr mathematische 7Zwecke vollständige Beschrei-
Dbung dieser Beziehungen erfolgt Urc die „„,Axiome der (1e0-
metrie‘ . Anschauliche emente, die VOonNn der ratıo N1C

In der Diskussion der Gegenwart wIird recht OIt der C
teilige Standpunkt eingenommen ; vgl A er, Die
thematische ethode, Berlin 1924, 397 ; Burkam a 11
209, 2493 Schlick, Allgemeine Erkenntnislehre, Berlin 1918,

Früher, 1880, hereits Pasch die AÄAx1ome der An-
rdnung aufgedeckt. Die Herausschälung der geometrischen
Äx1ome hat grobe Mühe gekostet.

Grundlagen der (16e60metrie
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ganz durchdrungen, sondern 1Ur näher 1xıiert und geordne
werden, sind in der Erklärung vorausgeseizt. S1e toecken
sowohl iın den Punkten, Geraden und Ebenen W1C auch 1ın
ihren Beziehungen. Der Anteil der Anschauung 1äDt sıch
N1IC dadurch ausschalten, daßb Man Sagt „ Wir denken Tel
verschiedene Systeme VOIl Dingen . Dıie AÄAx1o0ome der (1e0-
metrie S1ind AUS den Grundsätzen der ogl N1ıC ableitbar

Im ınn der Ax1ome gründen ihre FEigentümlichkeiten. Als
USCdruCc innerlich notwendiger Sachverhalte immer MÖG-
licher inge Ssind die Äx1ome sowohl widerspruchsireie atze
W1C auch Erkenntnisse, die immer wahr und logisch noiwen-
dig güÜültig S1InNd, auch dann, Wenn eın geschaiffener 2e1s S1C
en Ihre Gültigkeit ist absolut, unabhäng1ıg VO Dasein
der zufälligen inge Sie en N1ıC hbloß den hypotheti-
schen ınn Wenn eine Gerade 1 euklidischen Raum OCX1-
stier(t, ist S1C die kurzeste Verbindung zweler Punkte, SOTI1-
ern den absoluten 1nnn Die eu  1d1sCHhe Gierade ist i1ihrem
Wesen ach die kürzeste Verbindung zweler un 1)Das
Kriterium inrer anrheı ist die acC selbst, die 1n ihren
einfachen und durchsichtigen logischen Sachverhalten VO  z
Verstande leicht und sicher erkannt wird, daß die ewiBß-
heit der Mathematık sprichwörtlich ist Als apriorische Er
kenntnisse Sind die AÄAx1ome zugleic Vorerkenntnisse, dıie
ZW dr nichts uber das Daß-sein eiINes Dinges kÖN-
NECeN, ohl aber innerlich notwendige Wesenssachverhalte
ausdrücken, die den Dingen auch in der 7Zukuntt zukommen.
Der Mathematık darum N1IC die muhsame und lang-
wierige Aufgabe Z Erfahrungstatsachen sammeln MUS-
Senm, W1C © die Naturwissenschaften Lun, und doch ist S1C 1ın
Übereinstimmung m1t der Wirklichkeit und anwendbar auTt
sS1C Deshalb annn 1m un mi1t der Mathematik d1ie atur-
wissenschaft tietier ın das Naturgeschehen eindringen. Auft
Tun!: apriorischer Vorerkenntnisse Al der Naturwissen-
schaitler N1C W1C VON ungetTähr, sondern iın sachgerechter
Weise die Tatsachen heran

en denjenigen, die die mathematischen Grundsätze als VO

Menschengeist selbst gesetzie oder als 1ın uUNSeTeInNn (Gieiste se1Dst
vorgefundene Gebilde betrachten, gibt die Tatsache, daß ‚„„die Na-
ur 1n mathematischer Sprache geschrieben ist “ (Galilei), 1n
OSDares Rätsel aut Wie omm @. daßb ernun und Aalur
zusammensTiimmen, daß das innersie Giesetz der denkenden mensch-

dem die EWE-lichen Vernunftt zusammentällt mI1T dem Gesetz,
aQung der körperlichen asse gehorcht ” ant entstand daraus die
WIC  ige  < rage er kommt die Übereinstimmung, die solche
intellektuale Vorstellungen mi den Gegenständen en sollen ”
er iimmen die ata der reinen Vernunit mit den egen-

Näheres siehe Sein und rkennen 119—121, 138 f’ 286— 392
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tanden überein, „ohne dab 1ese Übereinstimmung VON der ISp=
Tahrung hat dürien Hilfe entlehnen ?““19 ant selbst kam VOomn der
rage dUusSs ZU. transzendentalen 1dealismus Tatsächlich enthält
die rage, Ww1e2 S1C geste iSt, den ernsatz des transzenden-
alen Idealiısmus, daßb der logische Gehalt der Erkenninis NSer mM
Geist entfstammt, 1mM Grunde schon iın sich.

Die der mathematischen Äxiome erfolgt
aut 1eselbe We1lise W1e jene der ersien Hrinzipien
des Seins und des Denkens Wie diese können auch d1ie
AÄxiome N1IC auTt empirisch-induktivem Wege in ihrem 1nnn
und CC rkannt werden. KOCe1INE empirische Messung, keine
och grobhe Anzahl wiederholter genauester Beobachtun-
gen vermag uUuNs dıie Gültigkeit auch LUr der eintiachstien GeO-
metrischen atize verbuürgen. Das Formale, bsolut ot-
wendige un Allgemeingültige der aprliorischen alize LäBt
sıch N1C Urc Generalisierung schrittweise VO anschau-
lichen un zufälligen Sondertfall Adus erreichen. Wir erken-
He die ÄAx1ome NM 1  elbar, uUrcC die unmittelbare
1NS1IC daß mi1t un gerader Linie, ehbener Fläche un
ihren Beziehungen gewisse elementare Sachverhalte gegeben
S1Nd?°0. Und WI1e WIr TOTZ der Unmittelbarkei der Erkennt-
N1ıS die ersien SPinSs- un Denkprinzipien in logischer AÄAn-
ordnung darstellen können, ist das gleiche hel den mathe-
matischen AÄAxiomen der Fall, W1e etwa die Durchführung

Die AÄn-1ın erTIS „Grundlagen der Geometrie“‘ Ze1g
schauung gıbt N1C LIUT den nla ZUr Erkenntnis der UCO-
metrischen Axiome un Atize W1C die platonische
Ideenlehre meinte sondern WITr insoilern m1%, als S1C
den bietet, iın dem (unmittelbar der mittelbar) und

19 rT1e Marcus Herz VO 21 WD ants Schriften 0®
130 Ak.-Ausg

In dieser 1NS1IC berührt sich uUNsSeTe AÄuifassung mI1t der
mathematischen Grundlagenbegründung des SOy „Intuitionismus“‘“,
der ehrt, die logischen, arıthmetischen und kombinatorischen
Grundsachverhalte wuürden unmıiLielbar erTabht, und nicht eiwa als
zweckmäbßige oder Qar willkürliche AÄAnnahmen die Spitze der
Erörterungen gestellt. Die Interpretation dieses unmittelbaren Er-
Tassens ist Treilich insoiern wesentlich verschieden, als die Vertre-
ter des Intuitionismus, Brouwer, We 1, s e die
straktiv-intellektive Erkenntnis der mathematischen Grundverhält-
NISSEC N1IC iın Erwägung ziehen. Zum Intuitionismus vgl Bek-
ker, Mathematische Existenz, JM nI RPhilos., U. phänom FOor-
SChuNg 8, 1927, 445 — 1453 Die VON Brouwer und manchen
Mengentheoretikern verirefiene Auffassung, daß der NSatz Vo AdUS-
geschlossenen Dritten 1m Gebiet der endlosen Zahlfolgen gewisse
Ausnahmen erleide, ist dem Standpunkt des Intuitionismus N1IC
wesentlich und iın sich irr1g; vgl Nink, Das Prinzip VO dQuUus-
geschlossenen Dritten Ein philosophischer Beitrag ZUr Grund-
lagenkrise der Mathematik, in: (1937) 552—558
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UrC den (unmittelbar oder mittelbar) esi1imm der Ver-
STan die geometrischen Verhältnisse erkennt?21. Zwar tellen
WIr die mathematischen atze N1iıC miıttels der ahrneh-
MUNG, sondern mittels des Intellekts auft, aber als 1e1b-
eist-Wesen erkennen WIr das Intelligible 1Ur 1m 1nn-
älligen Ooder miıt Beziehung auTt dieses un niemals, auch
N1ıC 1 abstraktesten Denken, lösen WIr uns vollständ1ig
VonNn ihm 1L0s Kein Begrifi wird hne 1n  1C aut das
Seiende dus dem Verstande konstruier Die rationale Me-
thodik des Denkens gründet 1mM rationalen Giehalt der acC
1lle wissenschaitlichen Verfahrungsweisen: metaphysische
Grundlegung, philosophische Ordnung, ogische Durchglie-
derung, mathematische Berechnung und einzelwissenschait-
1C AuTfarbeitung Sind der acC orientiert. Aus der
natiurhattien Bindung des Verstandes das Sinnfällige O1 -
ar sich die nohe Bedeutung, die gezeichnete Figuren in
der mathematischen BeweısTiührung en Weil aber die
mathematischen atze 1mM Sinngehalt un N1ıC In der
älligen Art der 1gur gründen, können S1C auch einer
bloß vorgestellten und SCHIEC gezeichneten 1gur einge-
schen werden. Die richtige mathematische BeweisIiührung
bleibt 1ımMmer 1 Zusammenhang mit der ErTahrung,
ohl ihrem Ausgangspunkt WwW1e in ihrem Verlaut und
rgebnis, und äBt deshalb die Anwendung ihrer Ergebnisse
aul die irklichkeit

Als USCTruC der GröBßenverhältniss rein als olcher ha-
ben die Äxiome un d1e Adus ihnen abgeleiteien ALzZe einen
rein 1LO d Charakter DIie Formalisierung ist der
reinen Mathematik, hnlich WI1C der reinen Og1k, WwosScCNT-
ich Das MiBverstehen ihres Sinnes wurde Philosophen
un Mathematikern ZUu nla das AxXiomensystem als
Oogische Leeriorm möglicher issenschaftften aufizufassen,
der als 1n ach Testen Regeln VOT sich gehendes DIe mit
Zeichen In anrhneı besagt der MOSMOS des gesetzlich
Formalen innerlich notwendigen Deinszusammenhang. We-
gefn ihres tormalen Charakters aber vermaQd die Mathematik
Gegenstände gallz verschiedener AÄArt ZU Gegenstand PiINer
1ssenschait machen, ohne azu der Kenntnis des SPeC-
zılischen nhalts der Einzelwissenschaiten edurien
Darum kann sich die Hılbertsche Axiomatik als Ziel seizen,

gesamtes mathematische: Wissen e1ınem Iormalen,
logisch-deduktiven, begriffsschriftlich ausgedrückten System

Daß dies selbst bei den nichteuklidischen (Geometrien und
den höchsten Operationen der reinen Zahlenlehre der all IST, wird
sich noch zeigen.
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entwickeln, 1n das inhaltlich verschiedene Gebiete e1in-
gehen können.

Wie jede Wissenschaifitsmethode hat auch die axiomatische
© LU aut ihrem Gegenstandsgebiet und bedari der

Ergänzung durch andere. „Leibniz glaubte, bei passender Defiini-
tion der geometrischen Gebilde ohne AÄAxiome auskommen
D  nnen‘‘22 In leser, mathematisch eutfe zumeist abgelehnten
Meinung zeigt sich der philosophisch richtige Gedanke daß in
den Deifinitionen und letztlich iın dem Urc| diese schari heraus-
gestellten sachlichen Gehalt der Gegenstfand der (1£0meftrie De-
schlossen iSt Immer, auch ın der reinen Mathematik und 1M Aus-
bau iNrer ormalen AÄAx1ome 1ST das (unmittelbar oder mittelbar)
durch die AÄnschauung gegebene Seiende Gegenstand, Antrieb und
Norm des Denkens.

Die axiomatische Methode hbesteht nach der schon VOI DPlaton
gefaßten grundlegenden methodischen Max1ıme arın, die Grund-
egriife und Grundsätze, dUus enen sich die sämtlichen Begriife
und Sätze e1iner Wissenschait defiinitorisch bzw. edu.:  1V her-
leiten lassen, vollständ1g ammeln. Ist dies möglich, wWwIird
das betreifende Sachgebiet definit genannt®>, Von den Axiomen
dUSs entscheidet dann die Mathematik grundsätzlich alle Fragen,
die unier ausschlieBßlicher Benutzung der iın den axiomatischen An-
sätzen deiinierten egriffe iormuliert werden können. Durch diese
Methode wird eın CXa bestimmter Forschungsgang begründet
und 1in Abgleiten 1NS Unbestimmte verhindert. Die rage iIst
annn der Weg mathematischen Einsichten 1Ur HRO
vorher Testgelegte egriffe und Äx1ome gebahnt werden”? 1eSs 1ST
iniolge Ges apriorischen Charakters der Mathematik tatsächlich der
all Und vollzieht sich ihre grundlegend wesentliche Arbeit
in der ogisch geordneten Aufstellung der Grundbegriffe und
-Sätze. amı wIird der spätere Ausbau der Lehrsätze un die
Entwicklung höherer Frormeln nicht 1n seiner Bedeutfung herabge-
SEeTZT, aber grundsätzlich entscheidet sich jede mathematische 5  e

den Grundlagen. 1le Operationen, die mit den schr wenigen
Grundelementen vorgenomMmMe werden, erTfolgen sireng eduktiv,
ohne irgendwelche Auinahmen dus der Erfahrung Wirklichkeiten,
W äds NIC ausschließt, daß INan den delinierten lormal einiachen
Gegenständen aul überraschende deelle Sachverhalte und Zusam-
menhänge STO. Mit eC| also wendet die heutige Mathematik
gerade der Au{istellung der AÄxlome groBße orgia TOLZ der
logisch grundlegenden Bedeutung aber steht der Axiomenbau NIC
VOor der aut in gegründetfen Entwicklung der Lehrsätze vollendet
da, sondern wird, w1e alle Wissenscha ın langsamem, entwick-
lungsreichem Gang durchgeführt**, rst Wenn die Wissenschaifiten

öÖlder, d. d. 1 vgl 123
23 Husserl, een einer reinen Phänomenologie und phä-

nomenologischen Philosophie, 1913, 135 Becker, d. d.
689, 719; Weyl, Philosophie der Mathematik und Natur-

wissenschaft 16022
Hieraus erklärt sich, WeNn die rage nach der Vollstän-

digkeit der Axiome ziemlich allgemein als N1IC hinreichend schari
bestimmt betrachtet wird vgl W eyl, Philosophie der athemar-
tik un Naturwissenschait k Fränkel, Einleitung in die
Mengenlehre‘*, Berlin 1923, 2206—228; Hilbert un Cker-
mMann, Grundzüge der theoretischen ‚OGgI1Kk, Berlin 1928,
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grob geworden sind, en S1C sich aul ihre Grundlagen und
auen s1e ihre ethode dUus,. Weil aber die Ax1iome ihrerselits AÄus-
TUC grundlegender Seinsverhalte sind, genuügt iNrer Rechtierti-
QUMNG nicht die Feststellung, daß sich eine Deftinition WLg den
Bewelsen hnergibt, daßb INan bel ihrer Entwicklung nırgends auft
Widersprüche STO un die Zusammenhänge scheinbar entlegener
Sachen schen kann. Vielmehr 1St 1mM Seienden der nOositive CGirund
Iiur die Fruchtbarkeit einer Definition und die innere Ordnung der
Äx1ome aufzuzeigen un die mathematische Operationsbasis
logisch durchiorschen. DIie Überzeugung VOoO  — der Notwendigkeit
dieser Auigabe ist tatsächlich wirksam, WEeNln die Mathematik die
Grundbegriife und -Sätze aul die kleinstmögliche ahl eduzle-
Ten strebt

ijewohl aber die Äx1o0ome unmittelbar erkannte Sachverhalte
der geometrischen Grundelemente aussprechen, sind S1C doch
des innerlich zusammengesetzien Sinngehaltes ihrer ementTe, pPAi-
Losophisch betfrachtet, höchstverdichtete, dUus bestimmtem enken
stammende Urteile, die aut verwickelten Erkenntnissen ruhen und
auTt der ulenleiter der ADbstra  101 untier den rstprinziplen der
Philosophie stehen Exakte, scharti bestimmte Gegenstände Sind
naher bestimmte Gegenstände. Darum 1ST die mathematische X10-
matı e1nNe „zweite‘‘ Wissenschait (Im aristotelischen ınn welcher
die philosophische Sinnergründung der mathematischen Girund-

Vorelemente als ‚ CHSÜO““ Wissenschafit logisch vorgeordnet 1ST.
dem AnTang er Mathematık steht die Metaphysik. Das Mefta-
physische 1e sich 1Ur dann dUus den Grundlagen der athema-
thik wegscha{ffien, WEl er Sinngehalt dus inr weggeschaffit
würde, WeNn d d die Mathematik nicht mehr sinnvolle WIS-
senschait ware er sinnhafte Gehalt nämlich ISE sinnvoller
Seinsgehalt. Die letfzte Einsicht in das Wesen VON rohHe, Zahl,
Vielheift, Linie, Fläche, VON Theorie un den S1C auibauenden
Begriifen und (18esetzen elstet die Philosophie %, UÜberall 1ST
Metaphysik möglich

Hat N1C die Entwicklung der N1C  euklı  ıschen
Geometrie die alte Gewißheit VOIN der Apriorität der
geometrischen Erkenntnisse erschuttert?” ew1 ist das Be-
weilisveriahren der euklidischen un nichteu  idischen (Ge0-
metrie N1ıC das erfahrungsmäßbig-induktive. Wenn S1C 1Un
N1C d prior1 vorangingen, nähmen S1C uUurwahr eine eiINZIG-
artıge Sonderstellung e1in, die kein nalogon 11 Pa

Erkenntnisleben Zu Iragen ist Was besagt das
Parallelenaxiom iın der euklidischen Geometrie?” Was sSeine
Preisgabe, d1ie ZUT Ausbildung der nichteu  idischen (1e0-
metrie gefiührt hat? Das Darallelenaxiom Zu einer gegebe-
Nen Geraden LäBt sich Urc einen N1ıC aut ihr gelegenen
un LUr eine Parallele zıehen?®, besagt 21n dem dreidimen-
sionalen, homogenen, unbegrenzten Raum wesentliches

Vgl Husserl, ogische Untersuchungen L3, 1922,
253

Die Formulierungen SsSind bei inhaltlicher Gleichheit verschle-
den; vgl ölder, 16 fl 118
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Grundverhältnis, das ZW äar N1IC in derselben Welise unm1t-
telbar einleuchtend ist W1C die in den übrigen euklidischen
Grundsätzen ausgedrückten Grundverhältnisse, aber ander-
SCe1Its sich ohl N1ıC dUus den andern Grundsätzen mittels
Beweises tinden 1äBt die jahrhundertealten Beweilsver-
suche Sind alle ergebnislos geblieben?” SsoNdern ungeach-
tet SC1INES größeren nhalts als gleichursprünglic mıt ihnen
anzusehen 1st28 Wenn mMan dieses AÄAx1iom Tallen 1äBt un!'
(GGeometrie 1m Gegensatz ihm auibaut, bildet N1IC mehr
der euklidische dreidimensionale, nNomogene, unbegrenzte
Raum die Beweisgrundlage, sondern e1ne davon verschle-
ene Raumiorm mit konstanter er varlabler) negativer
der positiver Krummung, die ihrerseıits jeweils 1n DO-
stimmter Raum IM euklidischen Raum 1Sst, diesen also VOT-
AausSseiz und er LIUT mi1t eZUg auft ihn begreitbar ist Die
nschauungsgrundlage ist annn iın einem wichtigen Hn
ZW ELr geändert, N1ıC aber beseitigt. Wenn e1ine bestimmte
Raumform, eiwa die hyperbolische (Lobatschewsky-Bolyai)
der die elliptische (Riemann-F. Klein), zugrundegelegt Wird,
mussen sich selbstverständlich andere Aatlze ergeben als 1n
der euklidischen Geometrie, und diese Sind prior1
gültig W1e die euklidischen Die Winkelsumme 1m euklid1i-
schen Dreieck ist ogisch notwendig 180 Grad, während S1C
1 hyberbolischen un elliptischen Dreieck ehbenso logisch
notwendig kleiner DZW gröber als 180 rad ist Die atize
der nichteu  idischen (je0metrie widersprechen also denen
der euklidischen (Gieometrie N1IC noch en S1C ihre aprıo-
rische Evıdenz auf, sondern gelten ehbenso prior1 aut Tun
esSL1iMm gearteter Gegenstände und lassen e1ine eindeutige
Zuordnung den Sätzen der euklidischen Geometrie zu2?
Der Raum, ın dem WIr eben, 1st der dreidimensionale, NO-

Darum ist die Cu  1d1ische die natürlicheIHOYENE Raum83®.
Beweisversuche bel den Griechen, Arabern, während der

Renaissance un des r siche bei Bonola, Die nicht-
euklidische Geomeftrie, deutsch Vo  —- Liebmann, Aufl., Leipz1ig-
Berlin 1921, ICI euere eweisversuche VOIl ST Mill,
Heymans und Cornelius Heli Hölder, %E5

28 Vgl eın un rkennen 216—220
eın hat das euklidische Modell der nichteuklidischen

Geometrie entwor{ien, eine Zuordnung hergeste zwischen
den Begriffen der euklidischen Geomertrie, ihren BPunkten, Gieraden
und Ebenen, ihrem Kongruenzbegri{ff USW., und den enitsprechenden
Begriffen der nichteuklidischen Geomeftrie, daß amı auch Je-
dem NSatz der einen Geometrie e1n atz der anderen zugeordnet
wurde.,

Die rage, oD körperliches eın notwendig dreidimensional
Sel;, bleibe hier unentschieden ant meın in Seiner Erstlings-
schrift: Gedanken VON der wahren Schätzung der Jebendigen Kräfite

i Zı
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und ogisch einfachere Gieometrie tür unls Ihre atize SINd
ıhrem rsprung un ınn ach hne weiteres aut die reale
Welt anwendbar. Ihre kealgeltung braucht un annn N1IC
Urc Messungen bewiesen werden, ebensoweni1g W1@Ce die
Realgeltung des 1derspruchsprinzips Urc nachprüfende
Erfahrung bewilesen werden annn und raucht ApriorischeAatlze gelten VOrgäng1ig er ErTahrung und SiINnd d1ıe Be-
dingung der Möglichkeit Tüur die Gültigkeit der ErTfahrungs-urteile

Wenn in der L1eUueTEeN Mathematik Von vier-, IUni- der
n-dimensionalen „Räumen‘ die ede ist, SINnd reın Fithme-
tisch konstruierte Verhältniss gemeint ntsprechen Nnam-
ich der Art un Weise, W1e die dreidimensionale (Gieometrie
Urc die dreiiache Zahlenmannigfaltigkeit ausgedrückt(„abgebildet‘‘) wird, werden gew1sse 1n der vier-, Tunf- und
n-Iachen Zahlenmannigfaltigkeit gefundene Ergebnisse ruck-
wärts iın eine geometrische Sprache uübersetzt ‚„Alle die Be-
gri!isbildungen 1ın der vierten der uniten der elner NO-
heren ‚Dimension’ en 1 Grunde LIUT e1ine arıthmetische
Bedeutung un Berechtigung. ‚„ Was Riemann in seiner
MannigfTaltigkeit eine ‚.Linie nenntT, ist nıchts anderes als
e1Ne (eindimensionale) un stetige Mannigtaltigkeit Von
Wertsystemen (Punkten).“ Die „MAurzeste“ ist ‚„dasjenigeGebilde, das 1n der ‚Geometrie‘, iın der vorliegen-den Zahlenmannigfaltigkeit, der Ger den entspricht  C Die
kürzeste Verbindung zwischen elner delilinierten Geraden
un einem N1IC auTt ihr liegenden un i1inden, el
Urc rechnerische Behandlung diejenige elatl1l0n zweler
sich schneidender Geraden der Mannigfaltigkeit Iinden,die der Rechtwinkligkeit entspricht. Krümmung Cdeute 1n
Riemanns Geometrie NIC W1e 1M gewöÖhnlichen prachge-brauch, die Abweichung VO  — der geraden ichtung der i
Nle oder Fläche, Ssondern e1INe durch die IANneren E1igenschaf-ten der MannigfTaltigkeit definierte röBße, die sich 1m
einer Fläche, die 1m euklidischen Raum gelegen ist, mit dem
eC W ds 1n diesem ın der gewöhnlichen GGeometrie
als Krüummung Dbezeichnet WwWIird Man könnte höchstens den
Namen „Krüummung“ antiechten?! Wenn Raum un: Zeit als
1ne ‚Vierdimensionale MannigfTaltigkeit“ bezeichnet werden,
auch andere AÄbmessun
(1747) f) ott hätte bei Erschaffung der Welt dem aume

906.) Die Dreidimensionalitä
gen geben können. Ähnlich Weyl, d.

ant d Uus dem Wirkun
der gegenwärtigen Welt leite

esetTZz der physikalischen Krälite ab Gegendiesen Grund Sind TIreilich Bedenken möglich ; S1eNe Becker,<d. 129 Änm.
Hölder, d., d 125==1209
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ist lediglich der Sachverha gemeint, daß erst vier Zahlen
21n Ereignis der Welt Testlegen, nämlich rel Zahlen TUr
den räumlichen Ort und eine Zahl TUr die Ze1t??

iewohl aber dıie u  1d1SChHhe und nichteuklidische Geo-
metrie ihre AÄAx1ome aut Tun unmittelbarer 1NS1C und
ihre Lehrsätze aut Tun apriorischer ewelsiührung aul-
stellen, enthalten S1C notwendig 21in Element, das letztlich
AduUus der Anschauung stammt und N1ıC estlos begreiibar 1ST
Fuür die euklıdıische Geometrie bedart das keiner weiteren
Begründung. In der nichteuklidische (Gıeometrie ınd der
reinen Zahlenlehre aber werden logisch notwendige Maß-
un Vielheitsverhältnisse VOIl Gegenständen rein als solche
un ın sehung VOIlNl den anderen Objektsbesiimmungen
ertorscht es Oogische Verhältnis isSt logisch notwendiges
Verhältnis eines Seienden un jede Möglichkei Möglich-
keit e1inNes Seienden?3. Den Gegenstand aber, dessen Logıizıtat
und Möglichkei der Intellekt erfiorschft, bildet NIC SOI1-
ern nımmt CT als ihm vorgegeben aut Gegeben wird
ıhm aber i1m usiande der Leibgebundenheit unmıttielbar
der mittelbar Urc die Änschauung®*. {[)1eses Grundgesetz
uUuNnNSeTrTer Erkenntnisgewinnung enn natürlicherweise keine
Ausnahme.

Die Mathematik ist demnach auch in ihren OCHsSIienN Le1l-
Immer hat ihr Denken d1iestungen eine Realwissenschait

Jendenz, die Phänomene beherrschen, das FlieBende
Tassen und Urc das Gesetz esseln uch jede LOÖSUNG
£1INeSs TODIlems der reinen Zahlentheorie £deute 21n t12-
teres Eindringen in den rationalen Gehalt des Seijenden,
selbst WEeEeill ihre Brauchbarkei Änwendungen N1ıC
mittelbar RrS1IC  1C ist

Die Widerspruchslosigkeit der einzelnen mathematischen DIs-
ziplinen wird vielfach Urc. die ethode der „Abbildung‘‘ gezelgt,

dadurch, dab die Begriffe un aLze der nichteuklidischen

Reichenbach, A, Fn 132
Dal die Beziehung aul die ealıta en logischen Verhält-

nissen und innerlich möglichen Gebilden wesentlich IST, Negt, VO

Standpunkt des erkenntnistheoretischen Realismus duls gesehen,
analytisch 1m Begrilt logischen Sinngehalies und innerer Möglich-
keit und kann LUr bestritten werden, wenn die Abstraktion
hbeachtet bleibt.

Wenn Mathematiker, die sich viel mit nichteuklidischer (1e0-
metrie efassen, gelegentlich behaupten, daß ihnen allmählich die
nichteuklidische Geometrie völlig anschaulich werde, besteht
Iolgende Sachlage: Der Mathematiker ordnet die Begriffe und
Sätze der nichteuklidischen Geometrie den Begriffen und atzen
der euklidischen und hat iın diesen letfzteren e1ine anschauliche
„Abbildung Die Rechnungszeichen en eine lebendige Krait
und verdeutlichen sinnlich eindrucksvoll die geistigen Operationen.
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Geometrie Begriffen und Sätzen der euklidischen Geometrie
geordne und die egriffe und Sätze der euklidischen (1e0meftrie
durch arithmetische MannigfTaltigkeiten ausgedrückt werden. Die
Arıthmetik ihrerseits qgılt als e1n VOIN der Erfahrung unabhängigesund unbedingt gultiges aprlorisches Gebiet, das die natürliche
Grundlage Tür die Beweise der Widerspruchslosigkeit Dildet
Der Beweis LäßBt sich weilter zurückführen. e  er sinnvolle (1e-
halt 1ST sinnvoller Sachgehalt. Darum bildet die Widerspruchslos1g-keit einer Wissenschait NIC e1n Letztes, ondern gründet in der
nneren Möglichkeit ihres Gegenstandes. Die Arıthmetik hat als
Objekt logisch nofwendige Vielheitsverhältnisse der Gegenstände,die iın Absehung VO  = den andern Bestimmungen, mit enen S1C in
der Wirklichkeit realidentisch S1ind, eriaßt werden.

IF Der Gegenstand.
Von den indern und Griechen bIS ZUr des Jahr-hunderts betrachtete INa einmüÜtig die 107 (Ouantität) als

den wesentlichen der Mathematik und unterschied
die 1skreie Zahlgröbe und die stefige Raumgröbe. Diese Auft-
Tassung 1ST 1n der Gegenwart verlassen. Die Deftinition der Ma-
thematik als der re Von der Giröße erscheint besonders 1M Hins
blick aut die reine Zahllehre als viel eng Was 1ST aber dann
Gegenstand der Mathematik? Deilirce spricht ihr jeden neziel-len, bestimmten Gegenstand ab und betrachtet S1C als ine MCO -
thode, als ‚„„die Wissenschafft, welche notwendige Folgerungenzieht‘“:; S1C enthält N1IC alle Wissenschaliten 1 sich, aber S12 De-
herrscht und regiert alle; selbst die 0gl geht 1n S1C e1n$®
Dedekind, rege, Russell tIreben ahin, die Mathematik VOLllStäan-
dig logisieren. Logik und Mathematik Sind identisch, Sagl Ru:  S
selil „Die Logik ist die Jugend der Mathematik und die Mathe-
matık 1STt das Mannesalter der 001k.“ Russell rag dann: „Wasist der Gegenstand, den WITr nach elleben Mathematik oder LO
gik LHeNnNenNn können P“37 Weit verbreitet 1ST die Meinung der BO-
gri der Ordnung habe den Begri{fi der TO entthront: die
Mathematik SCe1 die ormale Wissenschait VON den geordnetenGegenständen; die Zahlen selen aul ordinale Eigenschaften zuruck-
zuIiühren, und selbst das Kontinuum lasse sıich aul 1Ne reıin Ordi-
nale Art definieren?®38S, In der Tat „„g1bt nichts, das der ahl
N1C unierworien wäre. Die Zahl ist daher gewissermaßen eE1ne
metaphysische Grundgestalt, und die Arithmetik 1ne Art Statik
des Universums, iın der sich die Kräfte der inge enthüllen‘“‘3?

Um ın die bedeutsame und Sschwier1ge rage nach dem
Gegenstand der Mathematik einzudringen, ist der

Weyl;, Philosophie der Mathematik und Naturwissen-
schaft i Husserl, ogische Untersuchungen IS 292
Russell, in 197 urteilt „Quantität ist 21n unklares Wort‘“

Bei Couturat, d. an 226
196—198

Couturat, d. 104; VoßB, UÜber das Wesen der Ma-
thematik, Leipzig und Berlin 1908, 24— 926 AI Ders., Über die
mathematische Erkenntnis, iın Kultur der Gegenwart eil II1 AbtI! Berlin un Leipzig 1914, 15— 18

Leibniz, Hauptschriften ZUrF Grundlegung der Philosophie I‚Ausg Buchenau-Cassirer, Meiners Philos. ıbl 107,



Der Sinn der Mathematik 561

S  rüngliche Siıinn der Begri  e rTO und Zahl
und ihr logischer Zusammenhang mi1t dem Seinsbegriff her-
auszustellen.

1)Das Seiende reın als olches das aut dem en des
erkenntnistheoretischen Realismus detiinieren ist als das,
Was existieren annn ist N1C e1n Von der Abstra  1011
zurückgelassenes ungeschiedenes RKesiduum, sondern, 1U
die Eigentümlichkeiten herauszuheben, die ler VOL edelL-
LUNG Sind, eine innerlich geordneie Vieleinhe1i Wesenheit
un Dasein Sind ZWdL N1C selbst Seiende der ONKTreie
Seinsteile, anderseits NC Nıchts noch 21n Mittleres ZW1-
schen eın und Nichts, sondern ZWe1 innere, das Seiende
konstitulerende Bestandteile, d1ie sıch 1mM geschaitfenen 1in

DIie Be-ZUT vieleinen anzhıael des Selenden ergänzen*°.
griffe: Einheit, ielheit, Ordnung Sind SOMIt dem Seijenden
als olchem innerlich, Ja dem und bonum 10-
G1SC vorgeordnet. amı Ssind aber zugleic die Begriftfe
der ro un des CS gegeben, e1' selbstver-
ständlich och NMIC 1 1nnn der ausgedehnten TO und
MaBßstrecke Die egriffe der jelheit, des GröBer- und
Kleinerseins worıin MaßBßbestimmung 1eg der (Gjanz-
heit un der VOIl ihr beinhalteten Bestandteil Sind also dem
Seienden DZW geschaffenen Seijenden als olchem wesentlich
un N1ıC voneinander irennen ıthin ist der Begriff
der Za , als der HC die Einheit gemessechen jelheit,
miı1t dem Seienden als olchem gegeben*!

Welche Rucksicht Seienden betrachtet 1Un die Ma-
thematık? 1C die dem Seienden ebentalls immanente
Wert- und Zweckbestimmtheit, und untier dem Gesichtspunkt
der OÖrdnung N1C SCINE zweckbestimmte Ordnung, sondern
die dem Seienden 1n seiner Vieleinhei wesentliche GrÖö-

amı bestätigt siıch die alte Auifassung,
daß die C} den wesentlichen Gegenstand der athe-
mail hıldet To aber SC  1e Ordnung 21n Demnach
mac N1ıC jedwede Ordnung den Gegenstand der athe-
mail dUS, sondern alleın die We:il
aber die egrife: Einheit, jelheit, Maß und Tro 1ın alle
egriffe eindringen, ist 21n der Mathematık übergeordnetes,
selbständiges Gebiet begrifflicher Untersuchungen, das Ireil

Vgl Sein und Erkennen fl 106— 108
Die en unterschieden den NUMmMeTrus transcendentalis und

praedicamentalis oder tricte quantitfativus. Das Zählen iSt 1ne
ursprüngliche Tätigkeit des unterscheidenden un zugleich e1inen-
den Verstandes, die schon ın der ErTassung des aDsira. elenden
als olchen wıiırksam 1ST und diesem ihre gegenständliche Norm

at.
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Von en mathematischen Bestandteilen wäre, unmöglich.
Darum ist die Mathematik 1m Vereıin mit der ‚0gl und
Metaphysik Fundament tür alle CC issenschaft#*? DIie
Mathematiık ist 1n Teil der Reallogik. Ihre egriffe en
ontologische Bedeutung und Gültigkeit.

Bis 1NSs Jahrhundert eien dıe en mit dem
die beiden 1 gedachten

Gebiete der Mathematik eute ist die Koordinationsstel-
lung der Zahlenmannigfaltigkei und der Raummannigfaltig-
keit vieltac preisgegeben. DiIie Zahl hat eine fundamentale
Bedeutung, der die Raummannigfaltigkeit eingeordnet wird.
on Urc DDescartes Wr die Beherrschung der Geometrie
uUrc die Arithmetik gelungen. Seitdem hat sich die arıth-
metische Analyse er Gegenstände der Erscheinungswelt
bewältigt, un die Geometrie ist immer mehr iın die Sprache
der Zahlenlehre uübertiragen worden. Infolgedessen erscheint
die Geometrie vielen als einNe auTt logısche Grundbegriffe
reduzierte Disziplin; d1ie logischen Grundbegriitfe des /Zu-
ordnens, der Klasse uUuUSW konstituieren den eigentlichen In-
halt der geometrischen Aussagen. Die geometrischen Äx1ome
selen Urc arıthmetische Formeln erschönptfend iormuliert;
eSs anschaulıch Räumliche gilt als überflüssige Zutat4?

Zweitelsohne kann die iundamentale, in alle, auch die
metrischen egriffe eindringende Bedeutung des Zahlbegriifs
N1IC. hoch eingeschätzt werden. .„„Die aiur der
/Zahl ist kenntnisspendend, ührend und echrend tur Jeg-
lichen in jeglichem D1ing, das ihm zweiıitelhafit der unDe-
annn ist  i ©1 0S ın dem beruhmten Philolaos-Fragment**.
och handelt 0S sich ın der Arıthmetisierung der Mathema-
tik N1ıC darum, den Raum mI1T /Zahlen konstruleren,
sondern LLUT darum, mittels der Zahlen eine MannigfTaltig-
keit herzustellen, welche Grundeigenschaiften des Rau-
INes hesitzt Das Kontinuum der Zahlen un das Kontinuum
des Raumes sSind wesensverschieden. Im Kontinuum der
Zahlen stehen die einzelnen emente isoliert nebeneinan-

Deshalb SagtT Kanft, „daB ın jeder besonderen Naturlehre
LUr viel eigentliche Wissenschatt angetrofien werden könne, als
arın Mathematık anzutreifen SE (Metaphysische Anfangsgründe
der Naturwissenschait, Vorrede, Philos. 1D1 192 Ähn-
lich Husserl, ogische ntersuchungen 253 Nach Hilbert VOeTl-

alles, W as Ge enstand des wissenschaiftlichen Denkens über-
naupt seıin kann, ald ZUrL Bildung eliner Theorie reili IST, der
axiıomatischen ethode und amı mittelbar der Mathematik

Burkamp, d. I1 Z Reichenbach, er d. 12
Diels, Die Fragmente der Vorsokratiker 5 9 11
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der und bleiben isolıert, eMNY auch die Zahlen uUurc fort-
ges Teilung aneinanderrücken. Darum reichen Zahlen-
mannigfTfaltigkeiten alleiın NC dUuS, das geometrische Raum-
kontinuum adäquat auszudrücken.

DIie rage, ob die Kar  inal- der d1ie Ordinal-
zahl die logisch primäre sel, ist umstrıtten Den nla ZUr

Meinungsverschiedenheit bildet aber reC O1t 21n verschlie-
dener Zahlbegri{it, der seijnerseılts aul 21n tieferliegendes
philosophisches Problem zurückweist. Die Z ahl wird gefabht
entweder als Anzahl oder als eihenglie DZW Stellen-
zeichen anche, rege, OUTUraT, Russell
und zahlreiche nhänger, betrachten die Anzahl VOIN le-
menten iın einem Kolle  1VUum, das als (Ganzes gegeben ist
un iın dem die Ordnung der emente belanglos TUr diesen
Anzahlbegrifi 1st, als das Primäre un die Ordnung In e1iner
21 als EIWAaSs sekundär Hinzukommendes, Von dem die-
SCeTr AÄnzahlbegriftf YallZ unabhäng1g 1sSt AÄndere Sadgel:
Wır können 1Ur ann VOTI einer begrifflic| klaren Anzahl
sprechen, Wenn WIr mindestens eines Prinziıps sicher Sind,
die enge ın Zahlenordnung erschöpien. Die Ordinal-
zahl ist die Bedingung TUr die Möglichkei einer bestimmten
Kardinalzah Die Reihung der Zahlen ist das Wesent-
IC Darum treten d1ie /Zahlen primär als Ordinalzahlen
aut un Sind LIUT HRO ihre ellung 1 der 21 gekenn-
zeichnet45.

IDa die Anzahl UurcCc dıe Ordinalzahl näher esiimm
wird, i1st begreiflich, Wenn der Mathematiker, dessen
Streben aut exakte Bestimmtheit geht, die Reihung der
Zahlen als das (Tür die Mathemati Wesentliche nsiıcht
und die Ordinalzahl als das (Tür die Mathemati Primäre
Detrachtet Logısch aber SC  12 der Begri1ii der Ordinal-
zahl, der R1 un der Stelle den der Anzahl e1n, setzt

Burkamp, ar d. 11 218 jn Weyl, Philosophie der
Mathematik und Naturwissenschait 28, doch vgl Anm

Helmholtz, Schriften ZUT Erkenntnistheorie, NrsSg VOTI eriz
und Schlick, Berlin 1921, Von diesem Standpunkt AauUusSs
betrachtet man die Zahlen 1' Z O®Der Sinn der Mathematik  563  der und bleiben isoliert, so eng auch die Zahlen durch fort-  gesetzte Teilung aneinanderrücken. Darum reichen Zahlen-  mannigfaltigkeiten allein nicht aus, das geometrische Raum-  kontinuum adäquat auszudrücken.  3. Die Frage, ob die Kardinal- oder die Ordinal-  zahl die logisch primäre sei, ist umstritten. Den Anlaß zur  Meinungsverschiedenheit bildet aber recht oft ein verschie-  dener Zahlbegriff, der seinerseits auf ein tieferliegendes  philosophisches Problem zurückweist. Die Zahl wird gefaßt  entweder als Anzahl oder als Reihenglied bzw. Stellen-  zeichen. Manche, z. B. G. Frege, L. Couturat, B. Russell  und zahlreiche Anhänger, betrachten die Anzahl von Ele-  menten in einem Kollektivum, das als Ganzes gegeben ist  und in dem die Ordnung der Elemente belanglos für diesen  Anzahlbegriff ist, als das Primäre und die Ordnung in einer  Reihe als etwas sekundär Hinzukommendes, von dem die-  ser Anzahlbegriff ganz unabhängig ist.  Andere sagen:  Wir können nur dann von einer begrifflich klaren Anzahl  sprechen, wenn wir mindestens eines Prinzips sicher sind,  die Menge in Zahlenordnung zı erschöpfen. Die Ordinal-  zahl ist die Bedingung für die Möglichkeit einer bestimmten  Kardinalzahl. Die Reihung der Zahlen ist das Wesent-  liche.  Darum treten die Zahlen primär als Ordinalzahlen  auf und sind nur durch ihre Stellung in der Reihe gekenn-  zeichnet‘,  Da die Anzahl durch die Ordinalzahl näher bestimmt  wird, ist es begreiflich, wenn der Mathematiker, dessen  Streben auf exakte Bestimmtheit geht,  die Reihung der  Zahlen als das (für die Mathematik) Wesentliche ansieht  und die Ordinalzahl als das (für die Mathematik) Primäre  betrachtet. Logisch aber schließt der Begriff der Ordinal-  zahl, der Reihe und der Stelle den der Anzahl ein, setzt  45 \W- Büirkamp, a. a. O11 218 ; H;: Weyl, Philosophie der  »  Mathematik und Naturwissenschaft 28, doch vgl. 29 Anm.  H. Helmholtz, Schriften zur Erkenntnistheorie, hrsg. von P. Hertz  und M. Schlick, Berlin 1921, 73 f. — Von diesem Standpunkt aus  betrachtet man die Zahlen 1, 2, 3, 4 ... oft lediglich als eine Reihe  von lauter verschiedenen Zeichen, denen abgesehen von der Reihen-  folge, in der sie angenommen worden sind, zunächst keine weitere  Bedeutung zukommt.  Zu einem dieser Zeichen „Eins addieren‘‘  soll dann gar nichts anderes heißen, als daBß man von dem be-  treffenden Zeichen zu dem in der Reihe nächstfolgenden übergeht.  Wenn die Reihung als das Wesentliche der Zahl angesehen wird,  wird sie off auch als freies Erzeugnis des menschlichen Geistes  betrachtet, wie von H. Weyl, a. a. O. 19, und R. Dedekind, Was  sind und was sollen die Zahlen?®, Braunschweig 1911, VII f. Nach  GauBß ist die Zahl „bloB unsers Geistes Produkt‘“ (Brief an Bessel  vom 9. 4, 1830, Werke 8, 201).OIt lediglich als e1ne Reihe
VON lauter verschiedenen Zeichen, denen abgesehen VOIL der Roihen-
Iolge, in der S1C angenomMmMe worden sind, zunächst keine weiltere
Bedeutung zukommt. Zu einem dieser Zeichen SS addieren“‘“
so1l dann gar nichts anderes heiben, als dab mMan VO  z dem De-
treifenden Peichen dem ın der el nächstifolgenden übergeht.
Wenn die Reihung als das Wesentliche der ahl angesehen wird,
wird S1e OIt auch als Ireles Erzeugnis des menschlichen (Jeistes
betfrachtet, W1e VoO Weyl, d. A 1 und Dedekind, Was
sind und Was sollen die Zahlen ?S, Braunschweig 1911, VII Nach
Gauß iSt die ahl ‚„„bloB UNSeTSs (GJe1lstes Produkt“‘“ (Brief Bessel
VOMM 1830, Werke 8! 201)
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ihn also VOTAUS, W1e die Bildungsweise der Namen 10S$
richtig AauSdaruc Die Ordinalza antwortet auTt dıie
rage: der wievielte iın der Anzahl? S10 nthält also, eben-

W1e der Begrift der O1 un der Stelle, 21n
dem Anzahlbegrif hinzukommendes Anordnungselement.
Anderseits ist der Ordnungsbegrit auch dem Anzahlbegritt
immanent, W1C schon dem Seinsbegrift innewohnt.

Die Prinzipien der Zahlen Sind zugleic Prinzipien der
inge, sagtien schon die Pythagoreer. Mathematischer (Ie-
halt ist rationaler Seinsgehalt. uch ıN der Mathematik
zeigen sich ra un Grenze des apriorischen Erkennens;
SC1INE 1a d1ie tie1 eindringt 1ın die rationale GröBßen-
ordnung dieser Welt un er möglichen Welten; SC1INEe
Grenze, da die ratıo sıch LIUT e1inem ihr gegebenen

betätigen annn un auch ın der Ergründung der m
tionalen GröBßensachverhalte immer wlieder CUO 1e1le
1ceht47

Vgl Husserl, Philosophie der Arıthmetik 1, Halle 1891, 4T
Ein weilterer Beitra wird den philosophischen Sinn der

mathematisch-logistischen ymbolsprache behandeln, die ın
mMail. un 0gl i1ne hohe Bedeutung hat und grobhe und wach-
sende Anwendung Lindet.


